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|. Bevezetés

Napjainkban harom, megkdzelitésében eltér6 moddszercsalad hasznalatos
magmozgasok variacios alapl szamitdsara adott potencidlis energia feliileten (PES, mint
‘potential energy surface’). Az els6 (bar nem a legkorabbi) modszer elére levezetett,
egyedi, gorbevonali koordinatdkban felirt Hamilton-operatort alkalmaz, emiatt kiilon
programkod irasat igényli a kiilonbozé méretii illetve kotésviszonyu rendszerekre!' *). Ez
a megkozelités egyedisége miatt rendkiviil effektiv lehet, els6sorban hdrom-, esetenként
négyatomos molekuldkra alkalmazzdk, és mar tobbszor alapjat szolgalta teljes (az elsd
disszociacios hatarig terjedd) rezgési-forgasi molekulaszinképek —szamitasanak!®).
Csoportunkban ezt a modszert a DOPI*”! programcsomag képviseli. A masodik, mar

altalanosabb modszer!®!

nem igényli kiilon kod irdsat a kiilonb6zd méretii vagy
konstitucioju rendszerekre, és alapjat az Eckart—Watson Hamilton-operator'”! hasznalata
képezi. Nagy elénye, hogy normalkoordinatdkban a kinetikus energia operatora minden
rendszerre azonos alakd, am éppen ez az altalanos alak vezethet numerikus problémakhoz
a kinetikus energia operatoraban fellépd, a magkoordindtdkban szingularis tagok miatt.

Ez az eljaras laboratoriumunk keretein beliil a DEWE!®'"]

programcsomaghoz kotott. A
harmadik, és egyben legaltalanosabb numerikus eljaras!''! a felhasznal6 altal definialt
belsd koordinatakat hasznal, és egyarant lehetdséget kinal teljes, illetve redukalt
dimenzidju szamitasokra, tetszOleges belsé koordinatarendszer tetszéleges bedgyazasa
mellett, egyazon program keretén beliil. Ilyen a csoportunk éltal fejlesztett GENTUSH!'
programcsomag, melynek rendkiviili elénye altalanos felhasznalhatdsdga. Ugyanakkor
megjegyzem, hogy a teljesen altalanos leirdsmod kis mértékben korlatozza a szamitdsok
hatékonysaganak novelését. A szingularitdsok okozta nehézségek megoldasa, valamint az
alkalmazott algoritmus robosztussdga ¢és effektivitdisa mindharom eljarastipusban
alapvetd fontossagu. Az aldbbiakban kovetkezd targyaldsban  korlatozzuk
érdeklddésiinket egy konnyen atlathatonak tiind esetre, az elsé variaciés modszer
haromatomos molekuldkra torténd alkalmazasara és fektessiik a hangsulyt a fellépo
numerikus megoldasi lehetdségek és a kapcsolodod nehézségek vizsgalatara.

A belsd koordinatakban felirt Hamilton-operdtorok mindig tartalmaznak a

koordinatakban, vagy a koordinatik fiiggvényeiben szingularis tagokat''?). Amennyiben

a szamitani kivant rezgési-forgasi spektrum tartomanya olyan, hogy az adott PES-en



megenged olyan magkonfigurdciokat, melyek a kinetikus energia operatoranak valamely
tagjaban szingularisak, szamolni kell az ebbd6l addédé lehetséges numerikus vagy
hatarfeltételi problémakkal. Ezek példaul az X5 jellegli rendszereknél jelentenek gondot,
amennyiben a teljes rezgési(-forgasi) spektrum irant érdeklddiink. Ez a helyzet a Hs"
molekulaion magmozgésainak vizsgalata soran is fellép, és tovabbi komplikaciot jelent az
allapotok kiterjedt, diffuz jellege. Hasonld okbol jelent kihivast a He; molekula
ugyancsak rendkiviil diffiz masodik kotott rezgési allapotdnak leirdsa (a Hes
molekulanak csupan két kotott rezgési dallapota van). Mindkét rendszert komoly
érdeklddés dvezi, a Hy" kiemelkedé asztrokémiai jelentdségii, mig a He; masodik kotott
allapotanak konvergens szamitdsa szdmos fizikai modellfejlesztéssel foglalkozo
kutatocsoportnak okoz régota fejtoréstt’?). A H;®  disszocidcio kozeli rezgési
energiaszintjeinek kiszamitdsa tobbszdz processzoros szuperszamitogép alkalmazasat
igényelte eddig!'*'*). Erdekes médon a szingularitas kovetkeztében fellépd numerikus
problémak a mai napig nem teljesen tisztazottak, az irodalomban kiilonb6z6 allaspontokat
¢s megoldasi javaslatokat talalhatunk ezek korlatozé hatasainak kikiiszobdlésére.
Tekintsiink 4t néhany ide tartozé fejezetet a szingularitasi problémak kezelésérol.
Az elsO lehetséges javaslat a koordinata rendszer megvaltoztatasa. Ez torténhet akar
nemortogonalis vegyértékkoordinatakra is, &m ezek kevésbé illeszkednek a PES-hez, s az
ortogonalitas hianya tovabbi komplikacidkat okoz. Watson!'®! hiperszférikus koordinatak
segitségével kerllte el a radialis szingularitds nehézségeit. Egy masik megkozelités
ortogonalis koordinatdk haszndlata mellett kezeli a szingularitast. Ezen beliil két ut
emlitend6. Az elsé6 ut megfeleld hatarfeltételi direktszorzat bazis segitségével
analitikusan szamolja a matrixelemeket, igy keriili el a kvadratira kozelités hasznalatat.
Ezzel ¢lt Henderson, Tennyson és Sutcliffe (HTS), a gdmbi oszcillator fliggvénybazis, €s

17]

t5bblépesés  baziskontrakcios  diagonalizalo technika alkalmazasavalt Hasonl6

. + , . . e .
'is a H;" rezgési energiaszintjeinek

megoldast kovetett Bramley és Carrington!'®
szamitasa soran, de Ok iterativ Lanczos diagonalizalét hasznaltak. A masodik ut a
probléma numerikus feltételeihez illeszkedé nemdirekt-szorzat bazis alkalmazéasan
alapul. Fontos megjegyezni, hogy a radidlis szingularitds gyakran csatolt a hajlitasi
szingularitassal, mert példaul haromatomos molekuldkndl ha egy nyujtasi koordinata

nullaval egyenld, a hajlitasi koordinata nem értelmezheté (lasd (1) egyenlet). igy az



optimalis bazis egy nem-direkt szorzat bazis, amely a csatolt koordinatak fliggvényeibdl
all. Ennek ellenére, legjobb tudomdsom szerint csak két nem-direkt szorzat bazist
alkalmazo technika 1étezik. Az egyik Bramley!'”! nevéhez fiizédik, aki a kétdimenzids
gdémbi oszcillator sajatfiiggvényeket hasznalta fel. A madasik témavezetdim ¢és
munkatarsaik nevéhez kapcsolodik, akik a Littlejohn és Cargo 4ltal kifejlesztett Bessel-
DVR fiiggvényeket?’(DVR, mint ’discrete variable representation’, lasd. VI1II.1.

21,22]

Fiiggelék) csatoltdk Legendre-polinomokkal, majd alkalmaztak rezgésil illetve

- ; i[23
rezgési-forgasil ™!

energiaszintek szamitdsara. A nem-direkt szorzat bdazisok
alkalmazésainak sziik palettdja a direkt-szorzat bazisok kedvezd tulajdonsagaival
magyarazhato: bar a hullamfiiggvényt nehezebb sorbafejteni rajtuk, a potencialis energia
matrixanak elemei konnyebben szamithatoak, s a Hamilton matrix szerkezete is
egyszeriibb, megkonnyitve egy hatékony matrix-vektor szorzds elvégzését, ami
nélkiilozhetetlen iterativ diagonalizalok alkalmazasa soran.

Végiil tegyiink rovid kitérét a Hy™ egy maig kevéssé tisztazott fejezetébe. 1993-
ban HTS!'" feliilvizsgaltdk a H;'-ra Jacobi koordinatikban, DVR reprezentacioban
végzett harom-dimenzids rezgési szamitdsaikat, miutdn eredményeik nemvariacios
viselkedésére Carter és Meyer'>*! (CM) felhivta a figyelmet (megjegyzends, hogy a DVR
formalizmus nem variaciés, igy részben meglepd a kritika, de kétségkiviil HTS
eredményei pontatlanok voltak). Az dalkonvergens eredmények adott szimmetriaja
rezgéshez tartoztak, CM szerint a hibaforras a rossz hatarfeltételii baziskészlet hasznalata
volt. HTS a problémat a Hamilton-operatorban megjelend radialis szingularis tagok
integraljainak kvadratura kozelitéssel valo szamitasara vezette vissza.

Szakdolgozati munkam célkitiizései koré tartozott a szingularitds kovetkeztében
fellépd numerikus nehézségek alapos vizsgalata, ezen problémdkat hatékonyan kezeld,
tovabba diffuz rendszerek leirdséra is alkalmas szdmitasi eljaras eldallitasa, s a modszer
alkalmazdsa az emlitett, komoly kihivast jelentd rendszerek (H3Jr ¢s Hes) esetében.
Munk4m soran a korabban alapvetéen Czakd Gabor éltal Fortran nyelven irt!*>2%,
haromatomos molekulak rezgési szinképének szamitdsara hasznalatos programot

fejlesztettem tovabb. Tovabbi feladatom volt a kifejlesztett modszer kiterjesztése rezgési-

forgasi szinképek, illetve rezonanciaédllapotok szamitasara is.



I1. EImeleti hattér
11.1. Hamilton-operator
Szamos eljaras létezik arra, hogy megszerkesszilk haromatomos molekulak rezgési
elmult két évtizedben dontéen az ortogonalis koordinatarendszerek (O) hasznalata terjedt
el, mert ezek hasznalatakor a kinetikus energia operatoraban nincsenek vegyes derivalt
tagok, igy azok egyszeriibb alaktiak, konnyebben kezelhetdek.

A Sutcliffe-Tennyson-féle haromatomos altaldnos rezgési Hamilton-operétor!'!
ortogonalis koordinatdkban (pl. Jacobi vagy Radau koordinatdk), atomi egységben a

kovetkezd alakot 6lti

2 2 2
ﬁz_l o 10 _[ ! L J(a +ctg(@)%]+l}(Rl,R2,@), (D

2 2 2+ 2 2
2u, OR]  2u, OR;, \2u4R 2u,R; \ 0O

ahol {R,R,,®} a harom belsd koordinata, ¥ a potencialis energia operatora, iy €s tb
megfelel redukalt tdmegek!". R, és R, két nyujtasi, @ pedig hajlitasi koordinata, az
integralasi térfogatelem sin @dR dR,d® . Megjegyzendd, hogy mig a vizsgalt rendszer
energia sajatértékei az (1) operator sajatértékei, addig energia sajatfiiggvényei
Y, (RI,R2,9)~R1‘l -Rz‘l,n IS {1,2,...} alaktiak, ahol ¥, (RI,RZ,Q) az (1) operator
sajatfliggvényeit jeloli (lasd. VIII.2. Fiiggelék). Ez figyelembe veendd az alkalmazott
bazisfiiggvények hatarfeltételi tulajdonsagainak vizsgalatanal. Varidciés megkdzelitésben
direktszorzat tipust baziskészlet (P, mint ’product’) hasznélata. Vegyiink a

haromdimenzids rezgési probléma kezeléséhez egy 4ltalanos haromdimenzids

ortonormalt direktszorzat bazist {an (R) 0, (R, )@, (cos @)}NFLNH’H alakban, ahol az R;-

n,=0,n,=0,0=0
, Ro- és O-fiiggd bazisfiiggvények szama Nj, N, és L. Ennek segitségével eldallithatjuk az
NiNLLxN1N>L eleml
H=K"M 1" @17 + 1" @ K1 @154 + 2
RYM @M @ KEE + 1M @RI @ KLY +V

Hamilton-matrixot, ahol
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Ny xN, N,xN. r R , . ., , ;.
az 1M 17 és 15" matrixok NixNj-, NaxNa- és LxL-dimenzids egységmatrixok,
mig az N;N,LxN|N,L-dimenzios potencidlis energia matrix elemei megadhatdk, mint

(V)n]nzz,n{n;w = <an (Rl )an (Rz )ch (COS @)‘V(Rl ,R,,cos @)‘ X (Rl )an (Rz )CD/ (COS @)> . (6)

A kinetikus energia operatoranak direkt szorzatok dsszegeként eldallé matrixaban
megjelend egységmatrixok miatt (tovabba egy ritka, szimmetriaval rendelkezd potencialis
energia matrixot feltételezve) egy specidlis struktiraju, ritka Hamilton-matrixhoz jutunk,
amely a sajatértékek meghatarozasanal lehetéséget kindl hatékony, iterativ (I)
diagonalizalok alkalmazéasara. Az eddig ismertetett eljarast, amelyet eldszor talan a [30]
referencia szerzoi alkalmaztak, a bevezetett roviditések segitségével OPI-val jeldlhetjiik.
Az OPI technikdk dontd tobbségében a Hamilton-matrix eldallitdsanak koltsége
elhanyagolhatoan kicsi a teljes szamitasi igényhez képest, az idémeghataroz6 tényezé a
sajatparok keresése, amely szamos matrix-vektor szorzason keresztiil torténik. Az iterativ
diagonalizalok hatékonysaga a diagonalizalandd matrix ritkasagatol és szerkezetétdl fligg,
mig a H Hamilton-matrix struktirdja a felhaszndlt bazisfliggvényektdl. Tekintsiink 4t

néhany lehetdséget a szorzat bazis megvalasztasara.

11.2. Reprezentéciok

11.2.1. D°OPI

Mindharom koordindtdra a DVR reprezentacionak megfeleld bazisfiiggvényeket
alkalmazva, a [4] referencia altal DOPI-nak elnevezett eljarashoz jutunk, melyben a D
betii utal a DVR technika alkalmazasara. A késSbbiek kedvéért jeldljiik ezt most D*OPI-

val, ahol a 3-as arra utal, hogy mindhdrom dimenziéban DVR technikaval éliink. A

3 croz 7 NxN, NyxN, 1 £t : rr = r
D’OPI eljaras soran a K", K7™ ¢és K" matrixok elemei (megfeleld bazis esetén)



analitikus formulakkal szamithatok®' mig az R ¢és R2>: matrixok elemeire a
kvadratara kozelitéssel éliink, diagonalis matrixokat kapva eredményiil. A D’OPI
kihasznalja a DVR technikak elsddleges eloényét, hogy V, a potencialis energia matrixa,
diagonalis. Ugyanakkor H diagonalison kiviili elemi kdz6tt van nem-nulla elem, igy ez a
nagymértékii egyszer(isodés nem hasznalhato ki teljes mértékben. A végleges D OPI

Hamilton-matrix rendkiviil ritka matrix, csupan (N1 +N, +L—2)N1N ,L mnem-nulla
elemmel, melyek helye elére meghatarozhatd (lasd. 1. abra elsd sorat). Mig az Iél_ ? és

1%2" * operatorok diagondlis matrixreprezentdcioja garantdlja a nem-nulla elemek csekély
szamat, a kvadratara kozelités hasznalata radidlis szingularitds fellépése soran
korlatozhatja a mddszer alkalmazési lehetdségeit. Ahogy errdl a bevezetdben mar szo6
esett, altalanosan elfogadotta valt, hogy a kvadratura kozelités nem hasznalhato a (4)

egyenletben szerepld integralok szamitdsara, ha a szingularitas 1ényegi.

11.2.2. ED’OPI

Most valtoztassuk meg a D’OPI eljarast annyiban, hogy megfeleld hatarfeltételii (az (1)
operator hasznaltakor X, (Rl = 0)= 0 ¢és Yon, (R2 = O)= 0) bazis valasztasaval a (4)
egyenlettel definialt matrixelemeket analitikusan szdmoljuk, és a DVR reprezentaciot a
transzforméacios technikaval nyerjiik (lasd. VI11.1. Fiiggelék). Ennek jeldlésére szolgéaljon
ED’OPI, ahol E jeldli az egzakt-DVR alkalmazasat a szinguldris operatorok matrixainak
eldallitasakor. Tekintve, hogy ilyenkor R és R} teli métrix lesz, H joval kevésbé
lesz ritka, nem-nulla elemeinek a szama (N1L+N2L—L)N1N2L (lasd. 1. abra masodik
sorat). HTS!' ezt a technikat alkalmazta gémbi oszcillator bazis felhasznalasa mellett,
ugyanakkor a sajatparokat iterativ diagonalizald helyett tobblépcsds baziskontrakcids
diagonalizacioval nyerték. Ez az eljards természetesen joval nagyobb szamitasigény,
mint a diagonalis R} és R})>" matrixokra épiilé eljarasok. Felmeriil tehat a kérdés,
hogy lehet-e a nem-nulla matrixelemek szamanak novelése nélkiil kezelni a
szingularitist. Ehhez a D’OPI eljaras olyan modositasait kell megfontolni, amelyek

nincsenek hatdssal H ritkasagara.



11.2.3. D’FOPI

Egy hasznosnak tind lehetéség, hogy DVR reprezentacioval csak a két radialis
koordinata esetén ¢liink, mig a hajlitasi koordinatdnal megmaradunk FBR (’finite basis
representation’) reprezentacioban. Jeloljik ezt D?FOPI-val, ahol F utal az egy-
dimenzidban hasznalt FBR reprezentaciora.

Ha a hajlitdsi mozgas leirdsara P,(cos®) normalizalt Legendre-polinom bazist
alkalmazunk, nagy elényt jelent, hogy a Legendre-fliggvények a kinetikus energia
operator O-fiiggé részének sajatfliggvényei. gy KE%és ebbdl kovetkezden
RYM @M @ K ¢s 1M @RI @ KEY is diagonalis matrix. Természetesen a
vegyes DVR-FBR reprezentacid esetén a potencialis energia matrixa nem lesz diagonalis.
Ugyanakkor a kétdimenzioban hasznalt DVR miatt az blokkdiagonalis alaku. E blokkok
mérete LxL (lasd. 1. abra harmadik sorat). V elemeit Gauss—Legendre kvadratiraval

szamolhatjuk
L
(V)nlnzf,n{né[' = Z WkP/ (qk )V(rnl > rnz > Qk )f)[' (qk )5)11 ,n{énz,né 4 (7)
k=1

ahol wy az adott g, kvadratira ponthoz tartoz6 Gauss—Legendre kvadratara suly. Az r, ¢s

r. pontok az R;- és R,-fliggd DVR bazishoz tartozé kvadratira pontok. Ahogy az 1.

ny

abrabol lathato, nem vezettink be @j nem-nulla elemeket, a D’OPI és D?FOPI

algoritmusokban H szerkezete azonos.

11.2.4. ED*FOPI

Végezetiil gondoljuk meg, hogy mi torténik, ha nem hasznalunk kvadratira kozelitést
Rfv PN &g R/ZVZXN > elemeinek szamitasara a D*FOPI algoritmuson beliil. Ekkor jutunk az

ED’FOPI-vel jelolt modszerhez, melynek keretei kozott a (4) egyenletben definialt

matrixelemeket egzakt-DVR-rel allitjuk elé és FBR-t hasznalunk a hajlitasi koordinatara.
Itt a Legendre-polinomok tulajdonségai biztositjak, hogy a K"W™M @ 1) @ 15* és
IV @K @15%  matrixok szerkezete megegyezik a RN @17V @ KL és
IV @RI @KLY matrixok szerkezetével. Ennek kovetkezményeképpen az

ED?FOPI-n beliil sem 1épnek fel j, nem-nulla elemek H-ban.



Osszefoglalva, a szingularitis kezelése mellett is ugyanolyan szerkezeti,

(N, + N, +L—-2)N,N,L nem-nulla elemii Hamilton-matrixot kapunk, mint a D’OPI és

D?*FOPI algoritmusok soran (lasd 1. dbra negyedik sorat).

D*oPI
N,L

N,L

ED*’OPI
N,L

N,L

ZDFIDOPl

N,L

N,L

ED*F'OPI
N,L

N,L

T

N s Vo o XL
KN @1 @IS

M =N, N5 <N5 L=l
1N @K @15

va N

B @G

N, s gl
1NN QRN @KG

e

H

1. dbra A (2) egyenletben szerepld matrixok szerkezete kiilsnboz6 (D’OPI, ED’OPI,

D’FOPI és ED’FOPI) reprezenticiokban, a nem nulla elemek feltiintetésével (az

atlathatosag kedveéért Ny =3 és N, =4).
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11.3. Bazisfliggvények

11.3.1. Hajlitasi bazisfliggvények

Az eldz6 fejezetben elhangzott eldnydk miatt szamitdsaim soran a hajlitasi koordinatara
normalizalt Legendre-polinomokat hasznaltam bazisként, azaz a
{;(n] (R) ., (R, )@, (cos @)}ZSZS/L; = { o (R) 20, (R, )P,(cos @)}:jij;l megoldassal
¢ltem. Itt emlitendd, hogy AX, tipusu rendszerek esetén (természetesen az altalam
vizsgalt X; tipusG rendszerek is ide tartoznak) a D?FOPI és az ED*FOPI
reprezentaciokban e valasztas lehetévé teszi a szamitasok két blokkra osztdsat. Ennek
oka, hogy nulla minden olyan maétrixelem, melynek eldallitisaban paros és paratlan
Legendre-polinom egyarant részt vesz. Ez konnyen belathato, hiszen a (2) egyenletben
csupan a V matrix nem diagonalis a Legendre-bazis szerint, ennek elemeit viszont a (6)
integral adja, ahol a potencial cos(@)-nak paros fiiggvénye, melyet szorozva egy paratlan
és egy paros Legendre-polinommal, paratlan szorzatfliggvényt kapunk, melynek
integralja a szimmetrikus [-1,1] intervallumban nulla. A tovabbiakban a két blokkot paros
illetve paratlan blokknak nevezziik, a résztvevd Legendre-polinomok paritdsanak

megfelelden.

11.3.2. Primitiv radialis bazisfliggvények

A 11.1. fejezetben a matrixelemeket tetsz6leges ortonormalt y, (R j) bazissal irtuk fel. Az

alabbiakban az altalam haszndlt hirom radidlis baziskészletet mutatom be (a
tovabbiakban a VBR jel6lés utal a spektralis bazisfiiggvényekre, illetve az azokkal

analitikusan szamolt matrixreprezentaciokra).

Az els6 a Hermite-DVR bazis®®!), amihez tartozo spektralis fliggvények

2 (R)=N, H, (K, (R, =R, )", (10)

K,
alakiak, ahol N, = | ——= normalasi faktor, H, az nedik Hermite
SN2 W ’ |

polinom, Kj = qu,-j:l /(Rmax - Rmin) es Rj,() = (R + Rmin )/ 2 ) ahol q’ij:l a Q

max J

koordinata matrix (lasd alabb) K; =1-hez tartozé legnagyobb sajatérteke (legnagyobb
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megfeleld Gauss kvadratira pont), Ryax €s Rmin szabad paraméterek. A Hermite-DVR-t a
fiiggelékben ismertetett transzformacidos modszerrel nyerhetjilk. A koordinata matrix
definicidja

(QJ ),,j o <Z ZBR (R.i ) R

Q, sajatértekei adjék a radidlis kvadratara pontokat, mig a sajatvektorait tartalmazo

;(,Z_BR(RJ» , j=1vagy?2. (11)

J

T, matrix lesz a transzformacids matrix, amit felhasznalunk a kiilénb6z6 operatorok FBR

crer

hogy az 0sszes kvadratirapont az [Rmin,Rmax] intervallumban helyezkedik el. Ez a bazis

nem teljesiti a y, (Rj = 0): 0 hatarfeltételt, a (4) egyenlet integraljai divergensek, igy a
megfeleld matrixelemek nem szdmithatdak analitikusan.
A masodik bazis alapjat a gdmbi oszcillator fiiggvények képezik,

Z’XBR (Rj): Nnj’1/221/2K}/4(Kij )1/2e—K,fR/2/2L1’122 (KjRjg) ’ (12)

1/2 L4 . 1/2 e 7
ahol L, egy asszocialt Laguerre-polinom, Nnj_,1 , a4z L~ normaja ¢s
max

K, = QZ)’K’:I /R>  ahol fo/)’K»’:l a Q' (lasd aldbb) K, =1-hez tartozé legnagyobb

sajatérteke (kozelitden a legnagyobb megfeleld Gauss kvadratura pont négyzete), végiil
Riax szabad paraméter. A DVR-t a Hermite-DVR-hez hasonléan allitjuk eld, csak ekkor a

koordinata négyzetének a matrixat hasznaljuk (ehhez vannak analitikus formuldink),
@), , =z ® )R 2R, )) . =1 vagy2. (13)

igy a kvadratira pontok Qf) sajatértékeinek négyzetgyodkei. K definicioja garantalja,

2
RJ

hogy a kvadratirapontok a [0,R,x] intervallumban helyezkednek el. Ez a bazis kielégiti a
megkivant hatarfeltételt, igy a szingularis operator matrixa egzakt-DVR-rel is

eldallithatd. A (3) és (4) egyenlettel definidlt matrixelemek analitikusan szdmolhatoak
[32],[17].

(K XBR )n,,n’, 14
K. (14)
LN, N, | @0, +372

VD, +3/2) LT, +302) Ty +3/2)
9 ]

n;,n n;—1,n n;n'-l;

| J " | j
n;: n;: n;:
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' !
RY) =g, [IUGEID) (15)
R \n! T(n, +3/2) e
A (13) egyenlet elemeire az altalam levezetett formula segitségével:
@), -

I'(n,+5/2) I'(n,+3/2 I'(n,+5/2 I'(n,+3/2
Nn l/ZNn l/ZK']|:( ( - | )+ ( . ] )\J nn ( : | )5'1/5'{/*1 - ( : ] ) n;=1,n
n;! (n, =D! n;! (n, =D!

(16)

A (3) és (4) egyenletek egzakt-DVR reprezenticidban KN’XN = (TP KT és

N;xN; _ (2)\T p VBRT(2) . 2) ;e JoE . 2)
R; =(T,7) R;7T;” alaktak, ahol a T, transzformacios matrix oszlopai Qf
sajatvektorai.

A harmadik bazis Bessel-DVR" fiiggvényekbél all, melyek alakja

K, (R./'):(—l)”f”( (n "‘l)nﬁ

2 Fln iF J(KR,), (14)

ahol Jl/z(KjRj) Bessel fuggvények és K, =N, n/R™. A Bessel kvadratarapontok
helye r, =(n, +Dn/K;, igy az Osszes kvadratara pont a 0< r, S R™ intervallumban

van, ahol R™ szabad paraméter, ami meghatarozza az R; koordinata tartomanyat.

Bessel-DVR bazisban a (3) €s (4) egyenletekben definidlt matrixelemek analitikus
formulai (fontos felhivni a figyelmet, hogy az alabbiak mar DVR formulak, ellentétben a
korabbi VBR formulakkal):

N ><N 1 2 3
/ , =0, , ——|1- T—r +
( )nj,n, J> /2/1] 3 2n+12ﬂ_2j

v 8K (n, + 1) +1)

2p, [nj+l)2—(n;+1)2]2
(RjijNj)n ) :( 1)” 1 K [ 1 5 +;J (16)

» N (n, L1 (n, +1)(n’; +1)

) (15)

—
N—

Megjegyzendo, hogy kvadratara kozelités hasznalatakor az

(R ) = 1/Qu)K> [(n, +1)* 215,

,
n;,n;

kifejezést kapnank, mig a fent irt
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Osszefiiggés nemdiagonalis matrixhoz vezet. A Bessel-DVR fiiggvénybazis, a gdombi-

oszcillator-DVR fliggvényekhez hasonléan megfeleld hatarfeltétellel rendelkezik, a

crer

11.3.3. Potencial-optimalt bazisfliggvények
Létrehozhatunk igen kompakt, &m H szerkezetét nem modositod reprezentaciot, ha az un.
potencial-optimalt (PO) DVRP?**1 reprezentaciot allitjuk elé. Ennek lényege, hogy
egydimenzids bazisfliggvényeinknek egy egydimenzids modell rendszer sajatfiiggvényeit
valasztjuk, melyeket az ,eredeti”, un. primitiv bazisunkon fejtiink sorba. A radidlis
koordinatakra alkalmazott PO-DVR roviden az alabbiak szerint foglalhato dssze.

Oldjuk meg a kovetkezd egydimenziés Hamilton-operator sajatértékegyenletét
nagyszamu bazisfiiggvény felhasznalasaval;

2
AP =- ! d2+l(1+12)+1?(Rj;Rj,,@), j i =1,2vagy2, 1 (17)
2u; dR; - 24,R;

ahol / = 0 a paros paritasu és [/ = 1 paratlan paritasu esetben. Vizsgalataim soran kétfajta
effektiv I}(Rj;Rj,,@) potencidlis energia figgvényt hasznaltam. Egyik esetben R, ¢és @
fix paraméterek (az egyensulyi geometrianak megfeleld értékek), mig a méasodik esetben
relaxalt potencialt szamoltam, azaz az adott R, kvadratira pontokban (az 1D problémat
DVR reprezentacidban oldottam meg) I}(R(/;Rj,,@)—nek R, ¢és O szerinti minimumat
vettem. A kétféle effektiv potencialt a H;" esetében a 2. dbra mutatja.

A PO-DVR spektralis bazisfiiggvényeket tehat a H'° operator els§ néhany

sajatfiiggvénye képezi. Nézzik meg, hogyan all elé6 a PO-DVR reprezentacid a
transzformacids modszerrel:

(1) Gombi-oszcillator-DVR és Bessel-DVR primitiv bazis esetén R; matrixat, Q'? -t
allitjuk eld H JI.D elsd néhany sajatfiiggvényén (mivel H jl.D sajatfiiggvényei a primitiv
e (R j) bazisfiiggvények linearis kombindcidja, a matrixelemek egyszerli analitikus
képletekkel szamolhatoak). A PO kvadratirapontok a Q' matrix sajatértékeinek

négyzetgyokei, a transzforméacios matrix T(*, amely Q'? sajatvektorait tartalmazza.
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Hermite-DVR esetén R, matrixat, Q,-t allitjuk eld, a kvadraturapontok Q,
sajatértékei, a T; transzformacios matrix Q; sajatvektoraibol all.

(2) A koordinata matrixokhoz hasonldan a kinetikus energia operatordnak matrixelemei
H jl.D sajatfiiggvényeinek bazisan egyszerl analitikus képletekkel szamolhatoak.

(3) A kinetikus energia operator tagjainak matrixait DVR-be transzformaljuk a korabban
nyert T; vagy T!* matrixok segitségével.

(4) Végiil a potencialis energia matrixdnak elemeit a PO-DVR kvadratirapontokban

szamoljuk.
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I11. 1D vizsgalatok

Annak érdekében, hogy jobban megértsiik a kvadratara kozelités illetve az egzakt-DVR
alkalmazhatosaganak feltételeit, valamint az alkalmazott bazisfiiggvények hatarfeltételi
tulajdonsagainak kovetkezményeit, célszeri megvizsgalni ezeket egy egyszerd,
egydimenzi6s modell probléman.

Tekintsiik a kovetkezd egydimenzios, idofiiggetlen Schrodinger-egyenletet,

1d> 1d ((+1) 1,
- T R W (R)=Ew (R 18
( 2 dRZ R dR+ 2R2 +2 l//n( ) an( ) 4 ( )

ahol Re [0,00) és az integralasi térfogatelem R’dR. A szingularitis az R taghoz
kotédik. A (18) egyenletnek 1étezik analitikus megoldésa minden / € {0,1,2,3,...} -ra, az n-
edik sajatérték E, =2n+/+3/2 , ne{0123,..}. A v, (R) sajatfiiggvények amplitadoja

R =0-ban nulla, kivéve az /=0 esetet (ekkor nem 1ép fel az R~ szingularis tag).

Konnyen belathato, hogy a

Cldr 1) 1, ~
e e )£ m) 1)

Schrodinger-egyenletnek 1dR integralési térfogatelem mellett megegyeznek a sajatértékei
a (18) egyenlet sajatértékeivel, ugyanakkor sajatfliggvényei az (18) egyenlet
sajatfiiggvényei szorozva az R valtozoval, azaz ¢, (R)/ R=y, (R) fgy, a (19) egyenletben
szereplé Hamilton-operator adott bazissal eldallitott matrixreprezentacioja ekvivalens a

(18) egyenlet Hamilton-operatoranak matrixreprezentaciojaval, azonos, de az R

crer

11.3.2.-ben ismertetett bazis segitségével, mind kvadratira kozelités, mind (ahol 1étezik
ilyen) egzakt-DVR-t hasznilva az R tagra.

Megjegyzendd, hogy bar a Hermite-DVR bazisfiiggvények az Re (— oo,oo)
koordinatatérben értelmezettek (és ortonormaltak), megfeleld Ry.x €s Rmin valasztassal
numerikusan nulldk R <0-ban, igy a rajuk vonatkozo (— o0, oo) integralasi tartomanyok
helyettesithetéek a [0,00) tartomannyal, azaz alkalmazhatoak ezen modellprobléma

megoldasakor.
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A korabbiaknak megfelelden, a 11.3.2.-ban definialt bazisfiiggvényeket elosztva
bazisfiiggvényeit. Az elosztott godmbi-oszcillator és a Bessel-DVR fiiggvények értéke
véges R =0-ban, mig az elosztott Hermite-DVR fiiggvénykészlet szingularis R =0 -ban,
azaz nem teljesiti a megfeleld hatarfeltételeket. Természetesen a kozelitd
sajatfiiggvények, melyek a bazisfiiggvények linedris kombinaciojaként allnak eld, 6roklik
a bazis hatarfeltételi tulajdonsagait.

A szamolt eredményeket az I. tablazat foglalja Ossze. Ebbdl jol latszik, hogy
megfeleld hatarfeltételi bazis alkalmazasakor a sajatértékek konvergdlnak az Osszes
?=0,1,2, ... esetben, akar kvadratira kozelitést, akar egzakt-DVR-t hasznalunk az R~
tag reprezentalasara. Ugyanakkor nem megfeleld hatarfeltételii bazis esetén csak az ¢ > 1
sajatértékek konvergalnak, ekkor a szingularis tag DVR matrixelemeit csak a kvadratira
kozelitéssel szamolhatjuk, mert az FBR matrixelemei divergalnak.

Osszefoglalva, bar a szingularis tag matrixelemeit eléallithatjuk mind a két
(egzakt és kvadratara kozelitést alkalmazo) DVR reprezenticioban, rossz hatarfeltételi
bazisfiiggvények alkalmazidsakor nem kapunk konvergens eredményeket, ha a
sajatfliggvény megtalalasi valdszinlisége nem nulla a hataron (/=0). A kvadratira

kozelités hasznalhatosaga ellentmondasban van azzal az altalanosan elterjedt nézettel!'”,

miszerint a kozelités nem miikodik Rtartalmi tagok esetén. Erdekes és altalanos
eredmény, hogy még rossz hatarfeltételli bazisok haszndlata esetén is (amelyekkel
lehetetlen a sajatfiiggvényt helyesen kozeliteni) konvergens sajatértékekhez juthatunk, ha
a sajatfiiggvény amplitidoja nulla a hataron (/=1 eset). Ez azt mutatja, hogy a
bazisfiiggvényeknek nem kell feltétlen az egész koordindtatérben leirniuk helyesen a

sajatfiiggvényt, elég csak a fizikailag relevans régiokban.
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I. tablazat A (19) egydimenziés Schrodinger-egyenlet sajatértékei kiilonboz6 bazisok

[Hermite-DVR, gombi-oszcillitor-DVR, és Bessel-DVR], és DVR reprezentaciok

[kvadratira kozelités (Kv.Ko6z.) vagy egzakt-DVR-t (E-DVR)] esetén

N=15 N=40 Egzakt
Hermite GOmbi Bessel Hermite GOmbi Bessel
Kv.Koz. Kv.K6z. E-DVR Kv.Kéz. E-DVR Kv.Koz. Kv.K6z. E-DVR Kv.Kéz. E-DVR
=0
0 0,647 1,500 1,500 1,013 1,500 1,500 1,5
1 2,132 3,500 3,500 2,741 3,500 3,500 3,5
2 3,940 5,500 5,501 4,553 5,500 5,500 5,5
3 6,018 7,500 7,515 6,413 7,500 7,500 7,5
4 8,343 9,501 9,628 8,305 9,500 9,500 9,5
5 10,910 11,512 12,021 10,222 11,500 11,500 11,5
r=1
0 2,428 2,480 2,511 2,464 2,520 2,496 2,499 2,500 2,499 2,501 2,5
1 4,295 4,439 4,530 4,382 4,565 4,489 4,498 4,501 4,496 4,502 4,5
2 6,256 6,368 6,562 6,222 6,665 6,479 6,496 6,502 6,493 6,503 6,5
3 8,482 8,253 8,616 7,977 8,886 8,466 8,494 8,503 8,489 8,505 8,5
4 10,995 10,081 10,721 9,842 11,295 10,450 10,492 10,504 10,485 10,507 10,5
5 13,780 11,873 12,939 12,118 13,811 12,432 12,489 12,505 12,479 12,510 12,5
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V. Szamitasi eredmények

IV.1. A Hs" molekulaion teljes rezgési szinképe

[

’ , -[13.14 . y ’ + . .
Tennyson és munkatérsai ™ 1 2006-ban kiszamoltak a H;" molekulaion 0sszes, az

elektron alapallapothoz tartozo rezgési energiaszintjét. Ez volt az elsd olyan eredmény,

rrrrrr

H; > H, +H" bomlasnak megfeleld els6 disszociacios energia (D), 34911,6 cm'-gyel

helyezkedik el a rezgési zérusponti energia 615t . A megadott PES alkalmazésa esetén
az elsd disszocidcios hatarig dsszesen 687 paros €s 599 paratlan paritasii rezgési szint
talalhatd, melyeket Tennyson és munkatarsai néhany kivétellel 1 cm '-es
konvergencidval kiszamitottak. Ehhez azonban az alkalmazott algoritmus miatt egy
szuperszamitogépre volt sziikség. Ennek tiikrében a H;" molekulaion rezgési szintjeinek
elsd disszociacids hatarig torténd szamitasa egy asztali szamitdgépen kiilondsen alkalmas
tesztnek tlint a kordbban ismertetett algoritmusaink vizsgalatara.

Tovabbé érdekes és nem tisztazott kérdés a bevezetSben emlitett, a H;" kapcsan
felmeriild szamitdsi problémak kore: a kvadratara kozelités alkalmazhatdsaga, a
valasztott bazis hatarfeltételi tulajdonsagai. Szdmitasaimat Jacobi-koordinatarendszerben
végeztem, €s természetesen a [14] referenciabol vett PES-t és tomegeket alkalmaztam,

lehetévé téve az eredmények direkt 0sszehasonlitasat.

IV.1.1 A kvadratara kozelités alkamazhatosaga, hatarfeltételi kérdések

A kiilonboz6 bazisokkal illetve DVR reprezentaciokkal végzett szamitasok eredményeit a
II. tablazat foglalja Gssze. A legjobbnak tiind eljards az egzakt-DVR és a relaxalt PO
hasznalata gombi-oszcillaitor-DVR vagy Bessel-DVR primitiv bazis mellett (azonos
hatarfeltételek és a PO 1D problémak konvergens leirdsa esetén a primitiv bazis formaja
elméletileg irrelevans) egy asztali szdmitogépen korilbeliil 2x5napos futds utdn az
altalunk alkalmazott legnagyobb béazison az dsszesen 687 (paros) + 599 (paratlan) =
1286 rezgési szintre 1 cm '-re konvergens sajatértékeket produkalt. Ez aldl kivétel lehet
16 szint, amelyekre az 1 cm '-en beliili konvergencia nem allithato biztosan, azonban a
degeneralt szintek felhasad4dsabol az valoszinlsithetd (a degeneralt szintek két
komponense a két kiillonb6zd paritast blokkban talalhato). Megjegyzendd, hogy bar HTS

r .. o e o —1 . cr sy . r ’
eredményei is koriilbeliil 1 cm -re konvergensek a disszociacié kozelében, a degeneralt
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szintek atlagos felhasadasabol latszik (lasd. 3. dbra), hogy HTS eredményei egy
arnyalattal pontosabbak. Ugyanakkor megjegyzendd, hogy azok eldallitdsa tobb szaz
processzor igénybevételét kivanta meg, igy az optimalisnak talalt eljarasunk rendkiviil
igéretes.

A szamitasi eredményekb6l az is lathatd, hogy HTS!"" azon megallapitasa,
miszerint a kvadratira kozelités nem alkalmazhaté szingularis tagokra nem teljesen
helytallo, hiszen a paros paritasu szintekre a kozelités eredményei szinte tokéletesen
megegyeznek az egzakt-DVR eredményeivel. Ugyanakkor a pératlan paritdsi szintek
esetén komoly hibat eredményez a kvadratira kozelités, erre magyarazatot egyelére nem
tudok adni.

CM™ azon megallapitisa, miszerint a paratlan szimmetriaju szintek szamitasara
az ismertetett gombi-oszcillator bazis (amit HTS is hasznalt) tulajdonsdgai nem

megfelel6ek a hataron (itt nem a korabbi y,, (R, =0)=0 hatarfeltételrsl van sz6), benne

az asszocialt Laguerre-polinomok asszociaciéfokadt magasabbra kellene venni,
Oonmagaban ugyancsak nem helytélld, hiszen sikeriilt a gombi-oszcillator bazison is 1 cm™
'_re konvergens sajatértékeket szamitani.

Két tovabbi érdekes eredmény fiizddik a Hermite-DVR bazishoz. Az egyik
varhato és korabban is tapasztalt®!! jelenség, azaz a paros rezgési szinteknél lathat6
ugrasszeri hibandvekedés a linedris molekulaszerkezetnek megfeleld gatmagassag folott.
Ez érthetd, hiszen az adott energiatartomanyban a hullamfiiggvény nem tinik el R, = 0-
ban, igy az ott divergens Hermite-polinomokbdl képzett bazis rossz eredményt ad. A
masik érdekesség a paratlan rezgési szinteknél tapasztalhato: a hatarfeltételi problémak itt
nem latszanak érvényesiilni. Meglepd az is, hogy a vart, kvadratira kozelités okozta gond
joval kisebb mértékiinek latszik, mint a két egyéb bazis esetén, ugyanakkor a bazis

méretének novelésével egyre nagyobb hibaval terheltek az eredmények.
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I1. tdblazat A H;" molekulaion kiilonbozé rezgési energiatartomanyaira szamolt, a [14]
referenciara vonatkoztatott relativ hibak abszolut értékének atlagai cm '-ben, kiilonbozé

bazisok, illetve DVR reprezentaciok [egzakt-DVR (ED) és kvadratara kozelités (KK)]

hasznalatakor®
Tartomany P (85 80 30) (9590 35) (105 100 38)
Herm. GOmbi Bessel Herm. GOmbi Bessel Herm. GOmbi Bessel

KK KK ED KK ED KK KK ED KK ED KK KK ED KK ED

0- pl 000 000 000 000 000 0,00 0,00 0,00 000 0,00 0,00 0,00 000 000 0,00
10000 ps 001 000 000 000 0,00 0,01 0,00 000 000 0,00 0,01 000 000 000 0,00
10000. Pl 029 281 003 3,04 0,03 030 253 0,02 249 0,02 1,07 214 002 214 0,02
20000 s 4990 0,03 003 003 0,03 4985 0,01 001 001 00l 4985 0,01 001 001 00l
50000. Pl 103 1039 0,14 1040 0,13 1,05 873 006 860 0,06 3,50 744 0,07 745 0,07
25000 o5 7589 0,16 0,16 0,15 0,15 7573 0,05 005 005 0,05 7573 0,05 0,05 0,05 0,05
25000. Pl 146 1636 039 1480 038 192 12,63 013 1244 0,12 487 1097 015 11,00 0,14
30000 b5 7496 049 045 048 045 7456 017 017 017 0,16 7455 015 0,14 0,15 0,15
30000 Pl L77 2000 110 1673 1,06 1,51 14,50 046 1429 043 569 1296 043 13,02 042
35000 s 70,79 144 127 134 1,19 69,90 054 050 050 047 6993 048 047 050 0,50

"Az Gsszes szamitas R™ = 17,65 bohr (j=1; 2) és m(H) = 1,007825 u mellett késziilt. A PO soran 500
primitiv bazisfliggvényt hasznaltam fel mindkét nyujtasi koordinatara.

°P a rezgési szintek paritasara utal, paros (ps) és paratlan (pl).
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3. arba A H;" degeneralt rezgési energiaszintjeinek felhasaddsa linearis és logaritmikus skalan, az altalam
hasznalt legnagyobb PO-Bessel-DVR bazis (fekete korok) és a [14] referencia (piros csillagok)

eredményeinek felhasznalasaval
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IV.1.2 A PO-DVR vizsgalata

Egy optimalis szamitdsi eljards kidolgozasanak nélkiilozhetetlen részét képezi az
optimalis bazisfliggvények keresése. E célbol 6sszehasonlitod vizsgalatot tettem a primitiv,
fix paraméteres PO ¢és a relaxalt PO bazisok kozott. Ahogy azt a III. tablazat tiikrozi, a
relaxalt PO bazissal nyert eredmények bizonyulnak a legmegfeleldbbnek. Megjegyzendo,

hogy a PO baziskészletek R™ (j = 1,2) paraméterei a relaxalt PO hasznalata mellett

lettek optimalva, igy a paraméterek uUjraoptimalasa fix paraméteres PO esetre
valdsziniileg javitja annak hibajat. Ez a kozeljovoben keriil elvégzésre, mindenesetre

eddig erre a rendszerre optimalisnak a relaxalt PO baziskészlet mutatkozik.

I11. tdblazat A H;" molekulaion kiilonbzé rezgési energiatartomanyaira szamolt, a [14]
referenciara vonatkoztatott relativ hibak abszolutértékeinek atlagai cm '-ben, primitiv
Bessel-DVR és PO-Bessel-DVR (mind relaxalt, mind rogzitett paraméteres) bazisok

hasznalatakor, egzakt-DVR-t alkalmazva®

Tartomany Paritas (8580 30) (9590 35)
Primit\v PO(fix) PO(relax) Primit\v PO(fix) PO(relax)
ptlan 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0-10000
paros 0,00 0,44 0.00 0,00 0,24 0.00
0,13 43,01 0,03 0,10 36,94 0,02
ptlan
10000-20000
paros 0,01 152,73 0,03 0,01 133,32 0,01
0,47 156,27 0,13 0,34 131,64 0,06
ptlan
20000-25000
paros 0,07 302,35 0,15 0,05 260,28 0,05
0,63 213,19 0,38 0,41 176,45 0,12
ptlan
25000-30000
paros 0,34 354,29 0,45 0,14 302,24 0,16
0,80 242,92 1,06 0,43 201,60 0,43
ptlan
30000-35000
paros 1,08 363,72 1,19 0,81 310,72 0,47

*A PO szamitasok R™ = 17,65 bohr (j = 1; 2), a primitiv bazissal végzett szamitdasok R™,= 14,00 bohr
R™,= 8,00 bohr mellett késziiltek. Minden esetben m(H) = 1,007825u. A PO soran 500 primitiv
bazisfiiggvényt hasznaltam fel mindkét nyijtasi koordinatara. A rogzitett paraméteres PO szamitasok alatt a

fix értékek: Ri=1,649990 bohr, R,=1,428930 bohr és cos(®)= 0.
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IV.1.3 A H3" molekulaion disszociacio kozeli rezgési energiaszintjei
A 1V. tablazat tartalmazza az altalam optimalisnak talalt eljarassal szamolva a H;' utolso

néhany kotott, paros paritasu rezgési energiaszintjét €s ezek eltérését a referenciatol.

IV. tablazat A H;" molekulaion néhany (28) disszociaciokdzeli, paros paritasu rezgési
energiaszintje és a [14] referenciara vonatkoztatott hibjuk cm '-ben, relaxalt PO-Bessel-

DVR hasznalataval szamolva®>®

Szam (858030) AE  (959035) AE  (10510038) AE Ref. [14]
660 3460539  (-1,40) 3460622 (-0,57) 3460692  (0,14)  34606,79
661 34618,13  (-1,02) 34618,03 (-1,12) 3461791  (-124)  34619,15
662 34632,86  (-0,83) 3463343 (-026) 3463286  (-0,83)  34633,69
663 3464644 (-0,10) 3464574  (-0,80) 3464546  (-1,08) 3464654
664 3466530 (-2,68) 3466741 (-0,58) 3466722  (-0,76)  34667.98
665 3466749  (-0,66) 3466778 (-038)  34668,09  (-0,07)  34668,16
666 3467547  (-1,75) 3467721  (0,00)  34677.68  (0,47) 3467721
667 3468506 (-0,01) 34684,64 (-044) 3468446  (-0,62) 3468508
668 3471700  (0,15) 3471638 (-047) 3471639  (-0,46)  34716,85
669 3472714 (0,18) 3472624 (-0,71)  34726,13  (-0,83)  34726,96
670 3474345  (-0,68) 3474398 (-0,16)  34743,86  (-028)  34744,14
671 3474466  (-1,16) 3474517 (-0,65) 3474526  (-0,55) 3474582
672 3474937 (-138) 3475031 (-043) 3474992  (-0,82)  34750,74
673 34761,19  (-225) 3476199 (-145) 3476232  (-1,12) 3476343
674 34767,76  (-1,90) 34769,55 (-0,11)  34769,14  (-0,51)  34769,66
675 3478990  (-0,96) 3479027 (-0,59) 3479040  (-0,46)  34790,86
676 3479423 (-122) 3479450 (-0,95) 3479433  (-1,13) 3479546
677 3481046 (-125) 3481136 (-035) 3481131  (-0,40)  34811,71
678 3482345 (-0,51) 3482321 (-0,75) 3482347  (-0,49) 3482396
679 3482422 (-1,00) 34824,70  (-0,53) 3482451  (-0,71) 3482522
680 3483588  (-0,65) 3483600 (-0,53) 3483571  (-0,82)  34836,53
681 34851,18  (-0,82) 34851,92  (-0,09)  34851,62  (-0,39)  34852.01
682 34857,70  (-0,41) 34857,56 (-0,54)  34857,15  (-0,96)  34858.11
683 3486518  (-025) 3486493 (-0,50) 3486497  (-0,45) 3486542
684 34880,63  (-2,35) 34882,52 (-045) 3488258  (-0,40)  34882.98
685 3488558  (-5,77) 34889.64 (-1,71)  34890,06  (-1,28) 3489135
686 3489586  (-2,14) 3489754 (-0,46) 3489722  (-0,78)  34898,00
687 34897,62  (-3,41) 34901,02  (0,00)  34900,10  (-0,92)  34901,02

*Mind a PES, mind az m(H) = 1,007825 u atomtomeg megegyezik a [14] ltal hasznaltakéval.
Az sszes szdmitas R™ = 17,65 bohr (j = 1; 2) mellett késziilt. A PO soran 500 primitiv bazisfiiggvényt
hasznaltam fel mindkét nyujtasi koordinatara.

Az sszes rezgési szint 1 cm '-re konvergens az alkalmazott legnagyobb bazison.
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IV.2. A He; molekula kotott allapotai

A He; régota jelent kihivast a modszerfejlesztéssel foglalkozo szakemberek szamara.
Rendkiviil diffuz rendszer, melynek csupan két kotott J = 0 forgdsi kvantumszamhoz
tartozd rezgési allapota létezik. Ennek oka a rendszer sekély, csupan 22,875 cm''
mélységli potencidlis energia feliilete. A masodik kotott allapot energiaja csak 0,001 cm™
"_gyel alacsonyabb a disszociaciés hatarnal. Nemesgaz trimerekre végzett szamitasok

esetén a potencialt parpotencialok egyszerti 6sszegével szoktak kozeliteni*®”!

, magam is
igy jartam el. Ehhez az LM2M2P"! potencialt hasznaltam.

Eddigi eredményeimet az V. tablazat tartalmazza. Jol lathato, hogy a H;™ esetén
optimalisnak tapasztalt, relaxalt PO technika jelen esetben nem remekel. Ennek okait
valoszinlileg a rendkiviil sekély 1D PO effektiv potencialok képezik, amelyek miatt az
1D problémékban is csak néhany kotott allapot jelenik meg, igy a PO bazisban csupan ez
a néhany kotott allapothoz tartozd fliggvény van, mig a tobbi PO bazisfliggvény nem
kotott allapotok kozelitése.

A Hes mésodik kotott allapotanak pontos, konvergens leirasdban eddig nem értem

el hasznos eldrelépéseket kovetkeztetések levonasahoz.

V. tablazat A He; elsd kotott allapotanak energiaja és annak hibaja cm '-ben, a
[37] referencidhoz viszonyitva, gombi-oszcillitor-DVR bazissal szamitva,

primitiv bazis és relaxalt PO bazis esetén®

Bazisméret  Paritds  Primitiv AE relaxalt PO AE Ref.[37]
(9590 35) paros 22,787 (0,000) 22.770 (-0,017)

(8580 32) paros 22,784 (-0,003) 22,757 (-0,030) 22787
(7570 30) paros 22,792 (0,005) 22,729 (-0,058) ’

(65 60 25) paros 22,774 (-0,013) 22,683 (-0,104)

Az Gsszes szamitas R™ = 100,00 bohr (j = 1; 2) és m(He) = 4,00234755 u mellett késziilt. A

PO soran 1500 primitiv bazisfiiggvényt hasznaltam fel mindkét nyujtasi koordinatara.
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V. Kilatasok

A kordbbiakban bemutatott rezgési szinkép szamitasi eljardsok kapcsan két o
irany kinalkozik a tovabblépésre.

Az els6, a mobdszer Kkiterjesztése rezgési-forgdsi energiaszintek ¢és
hullamfiiggvények szamitasara. Erre mar sor is keriilt, de ennek részleteibe itt nem
bocsatkozom, munkdmban alapvetden a [7] €és [23] referencidkra tdmaszkodtam. A
kiterjesztést két gyakorlati alkalmazds is motivalta. Az egyik a rezgési-forgasi
energiaszintek asszignacidja, amit az adott rezgési-forgasi energiaszinthez tartozo
hullamfiiggvény kiilonb6zé rezgési hullamfiiggvényekkel vald itt nem részletezett
technikaval szamitott atfedéseinek meghatarozasaval tehetink meg. Ez kiemelkedd
fontossagu (kisérletileg pedig nagyon nehezen megoldhatd) probléma az elméleti
molekulaspektroszkopia szamara, kiilonosképp az iliveghazhatasti gazok kapcsan. A
masik alkalmazas a Hs" disszociacio kozeli rezgési-forgasi energiaszintjeinek, és azon tul
pedig rezonanciaallapotainak szamitdsa. Ez nagy kihivast jelentd feladat tobb okbol,
példaul a rengeteg (tobb ezer) rezgési-forgasi energiaszint (szamitasi korlatok miatt)
olyan program felhasznalasat kivanja meg, mely képes a felhasznald altal megadott
spektrumtartomanybeli sajatparok kiszamitasara. Az eredmények pontossaganak novelése
érdekében mindenképpen sziikséges egy 1j, pontos és globalis PES kifejlesztése,

[38] valasztasa, illetve a

[39]

megfontoland6 alkalmasabb koordinatarendszer beagyazas
kiilonb6z6 rezgési-, forgasi tomegek hatasanak figyelembe vétele

Természetesen alapfeltétel a disszociaciokozeli rezgési szintek pontos leirasa is,
amivel elérkeztliink masodik tovabblépési lehetdséglinkre, a tiszta rezgési szamitasok
eljarasainak tovabbfinomitasara. Ennek érdekében tettem is kisérleteket, példaul Radau-
koordinata rendszerre valo attéréssel, vagy az 1D PO potencial modositasaval, am ezek

eddig nem szolgéltak az eddigieknél jobb eredménnyekkel.
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V1. Osszefoglalas

Bar a molekuldk rezgési-forgési szinképének variacids szdmitdsa sordn felmeriild
szingularitasi ¢és hatarfeltételi problémak kérdése a mai napig nem tisztazott teljes
mértékben a szakirodalomban, szamos eljarasi javaslat 1étezik ezek kikiiszobolésére.
Dolgozatomban a Sutcliffe-Tennyson-féle haromatomos altalanos rezgési Hamilton-
operator felhasznédldsaval ismertettem a D3OPI, ED3OPI, D’FOPI és ED?FOPI
reprezentacidkat, és mutattam be az utobbi kettd alkalmazasat a H;" és He; rendszereken.
Hérom baziskészlettel (Hermite-DVR, gombi-oszcillator-DVR ¢és Bessel-DVR) végeztem
szamitasokat, mind primitiv, mind potencial-optimalt bazisfiiggvényeket felhasznalva. A
szingularitasi ¢és hatarfeltételi problémak jobb megértése végett egydimenzids
vizsgélatokat is végeztem.

Szamitasaim igazoljak a kvadratira kozelités alkalmatlansagat szinguldris
operatorok matrixelemeinek eldallitasara, de csak bizonyos szimmetridju rezgések esetén.
Az eredmények alapjan Ugy tlinik, hogy hasznalhatunk a hatarfeltételeket nem teljesitd
bazist is, amennyiben a szamitani kivant spektrum tartoméanyaban nem fordul elé olyan
allapot, melyben a hullamfliggvény nem tlinik el az adott, ,,probléméas” hataron.

Az ismertetett ED’FOPI reprezentacio, analitikusan szamolt matrixelemekkel
(ehhez megfeleld hatarfeltételt bazis valasztisa sziikséges) hatékonyan kezeli a
szingularitasi problémat, tovabba rendkiviil ritka és ismert szerkezeti H matrixot
eredményez. Ez lehetéveé teszi iterativ diagonalizalok alkalmazasat, igy egy hatékony kod
kidolgozasat, ami lehetdséget kinal akar teljes spektrumok relative olcsé szamitasara. Ezt
tamasztjak ala a H;™ molekulaion els§ disszociaciés hatardig végzett szamitasaim,
melyekben az Osszesen 1286 rezgési energiaszintet sikeriilt, a [14] referencia tobb szaz
processzoros szuperszamitogépet igényld eredményeivel kozel azonos pontossagra
konvergéltatni egy asztali szamitogépen. A vizsgalt eljarasok koziil legalkalmasabbnak az
egzakt-DVR (ED’FOPI) hasznélata bizonyult, relaxalt PO-Bessel-DVR vagy relaxalt PO-
gdmbi-oszcillator-DVR bazis alkalmazasaval. Ugyanakkor, ahogy azt a He; esetén lattuk,
a nagyon igéretesnek bizonyuldé PO bazis alkalmazéasa eldvigyazatossagot igényel,

hasznalhatosdganak korlatot szabhatnak a vizsgalt rendszer PES-ének tulajdonségai,
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példaul igen sekély mivolta. A He; rendkiviil extrém rendszer, konvergens eredményeket
csak az elsé kotott allapotara sikeriilt eddig szamitanom.

Végiil ismertettem munkam tovabbi lehetséges irdnyvonalait: a rezgési probléma
kezelésének tovabbi finomitasat, illetve a modszer rezgési-forgdsi problémakra vald
kiterjesztését. Mindkét teriileten aktivan dolgozom. A rezgési eredmények javitisa
érdekében szadmoltam mas (Radau) koordinatarendszerben, vizsgidlom az 1D PO
potencial modositasanak hatdsait, tovabba bazisparaméter optimalasokat végzek. A
program rezgési-forgési kiterjesztését elvégeztem, elsdsorban a [7] és [23] referencidk
alapjan. A disszociaciokozeli rezgési-forgasi allapotok illetve rezonancia allapotok
szamitasa még szamos tovabbi kihivast jelent, mint példdul alkalmasabb
koordinatarendszer beagyazas valasztasal®®, hatékonyabb, a felhasznalé altal megadott
spektrumtartomanyt szamito iterativ diagonalizalé hasznalata'”, vagy az optimalis

rezgési-forgasi tomegek kezelésének kérdése!®”,
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VIII. Fuggelék

VII1.1.Fuggelék. Diszkrét valtozdja reprezentacio (DVR)

Egy adott Hamilton-operator DVR reprezentacidja olyan matrixreprezentdciot jelent,
melyben a koordinatafiiggvények (koordinata operatoranak fiiggvényei) matrixa
diagonalisnak kozelithetd. Az egyszeriiség kedvéért ismerkedjiink meg a DVR-rel egy-
dimenzids esetben, majd kiterjesztését tObbdimenzids esetre ezutan tegylik meg. Az
alabbiakban a transzformécios DVR technikdrdl lesz szd, errdl részletesebb, €és egyéb
DVR technikékba valé betekintést nytjt a [35] referencia.

Vegyiik a kdvetkezo egyszerti Hamilton operatort

H=K+V (F.1)

A A
ahol K a kinetikus energia operatora, V' a potencidlis energia operatora, tovabba

feltessziik, hogy a potencial I> = ZCl.xi alakban irhat6. Vegyiik az egyenlet egy adott

i=1

azaz a bazis teljessé tehetd az allapottéren). Ekkor

H=K+V=K+YCx). (F.2)

i=1

, ahol } az egysegfelbontas. Ezt

A N
Ha bazisunk kozel teljes, akkor I~ Y | ¢, (x))(4,(x)
k=1

kihasznalva
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< (n|R|m)+ C, (nlxfm) + C, 3 (el )k x| m) + .. = (F3)

A kozelités a bazis méretének novelésével egyre inkabb helytallo. Oldjuk meg az adott
bazisreprezentacioban a koordinata matrix sajatértékegyenletét

xXT=TL=x=TLT' = x=TLT" (F.4)
ahol T" a T matrix adjungaltjat jel6li (X onadjungalt, igy a sajatvektorait oszlopokként

tarolo6 T matrix unitér), (L)n’m =q,0,,- A q,sajatértékeket kvadratira pontoknak

hivjuk. A terminologia utal a DVR reprezenticio és a Gauss-kvadratira szoros
kapcsolatara, melyet Dickinson és Certain mutatott meg*". Valés bazisfiiggvényekre
szoritkozva T* =T", azaz x = TLT. Helyettesitsiik ezt (F.3)-ba, majd szorozzuk az
egyenletet balrol T -tal, jobbrol T -vel. Ekkor
H”® =T'™HT=T'KT+T'VI=T'KT+>» CT'(x)T=

i=1

T'KT+Y T (TLT T =T'KT+ 3 C (L) (F.5)

i=1 i=1

Tehat

(HDVR )n,m = (T TKT)n,m + i Ci ((L)i )n, ( TKT) + Z G qn n,m
i=1

= (T7KT),,, +V(g,)-5,.,

(F.6)

fgy eljutottunk a DVR reprezentacio végleges formajahoz, melynek nagy eldnye,
hogy a potencialis energia matrixa diagonalis, elemei a potencial értékei a megfeleld

kvadratarapontokban. Lathato, hogy a DVR reprezentacié az alkalmazott kdzelitéseken
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tul nem mas, mint egy bdazistranszformaci6. A bdazist, melybdl a transzformacid
segitségével az adott DVR reprezentaciot nyerjilk, az adott DVR bazishoz tartozo
spektralis bazisnak nevezziik.

Osszefoglalva, a koordinita fiiggvényeinek matrixait kvadratira kozelitésben
megkaphatjuk mint diagondlis matrixokat (nem-egzakt-DVR), vagy eldallithatjuk a
transzformacids modszerrel, azaz az FBR (’finite basis reprezentation’) reprezentaciot
transzformaljuk a fent bevezetett T matrixszal. Ha az FBR reprezentacioban a
matrixelemeket analitikusan szamoljuk (VBR, mint ’variational basis reprezentation’),
akkor egzakt-DVR-rdl beszéliink. A potencidlis energia matrixat rendszerint kvadratira
kozelitésben szamoljuk, mig egyéb koordindta fliggvények matrixaira (a bevezetében
elhangzottak miatt kiilondsképp a koordinata negativ hatvanyainak matrixaira) az egzakt-
DVR-t is érdemes fontolora venni.

A tobbdimenzids esetben korlatozddjunk direktszorzat bazis haszndlatara. Ekkor
az egydimenzios esettel analdég modon vezethetéek be a DVR formulak. Egy r

crcr

koordinatatol fiiggd f (xl,xz,.. x) operator DVR matrixreprezentaciojanak elemeit

AL

{¢i (x, )¢[2 (x, )...¢[" (x, )}N" Moo ’N’:l alaku spektralis direktszorzat bazison a

i=Lip=1, .. i,
(F(rrsxy s, )).f,./z.-..f,,.ff./é-..j; zf(qjl 24,4, )511,1'{512,/‘5“'51',‘,1; (F.7)
alakban irhatjuk fel, ahol ¢,,q, ,..,q; az adott egydimenzios bazisfiggvényekhez

tartozd megfelel6 DVR kvadratura pontok. Megtehetjiik, hogy valamely koordinatak
esetén nem alkalmazunk DVR bazisfiiggvényeket, ekkor az eldallitott matrix ,,azokban a
koordinatadkban nem lesz diagonalis”. A megértést konnyiti a 11.2. fejezetben bemutatott

reprezentaciok konkrét matrixalakja, amiket az 1. abran lehet megtekinteni.
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VI11.2.Fuggelék. Rezgesi Hamilton-operator

Az ortogonalis R;, R, nyujtasi és @ hajlitasi belsé koordinatdkban felirt Hamilton-

operator
2
AU 1 Ofpe 0 1 O 0 ) 1 1} 0
2u,R} OR, OR, ) 2u,R; OR, OR, 244, R; 2,u2 00 06 (F.8)
+V(R,,R,,0)

alakal*'l, az integraldsi térfogatelem R]R:sin()dR,dR,df. Lassuk be, hogy

sin(0)dR,dR,d@ integralasi térfogat elem mellett a

. 1 ¢ 1 0 1 1 0’ o) o
Ao L0 __ : —+etg(0)— |+ V(R,,R,.0)  (F.9)
M, OR  2u, OR, \ 2R, 2y2 00 00

operator sajatértékei megyeznek AW sajatértekeivel, és hogy AV sajatfiiggvényei
lPn(Rl,RZ,H)~R1_l-Rz"l,ne{l,Z,...} alakuak, ha ‘{’n(Rl,R2,l9) A% sajatfiiggvényeit
jeloli. Ehhez igazoljuk a két operator alkalmasan valasztott ortonormalt direktszorzat

bazisokkal képzett matrixelemeinek egyenldségét, pontosabban a

(2, (R )z, (R, ), (0 )R‘I-R‘l\ﬁ“)\xnﬂ (R, (0)-RY Ry ) =
= (7, (R)z.,(R,)8,(0) ) 2,(R )7, (R, )¢, (0)) =

= (2,(R)z.,(R, )¢,(0) |Zn 0 (R: )y (0) =
:<Zn(R1)Zm(R2)¢l( ) ‘Zn Zm (R )¢1’(9)'R1 'R2>

relaciot (fontos felhivni a figyelmet, hogy a két skalaris szorzatban mas az integralasi

(F.10)

(F.11)

térfogatelem). Ekkor az operatorok matrixai a két, RiR, szorzoban eltéré bazison
azonosak, azaz sajatértékeik, és sajatvektoraik (a direktszorzat bazisfliggvények
koefficiensei a sajatfiiggvényekben) megegyeznek. Mivel a sajatfliggvények a
direktszorzat bazisok linearis kombinacidi, a direktszorzat bazisok kozotti RiR»
szorzobeli kiilonbség a sajatfiiggvényekre is teljesiil, azaz allitdsainkat igazoltuk. Mieldtt

(F.11)-et belatjuk, nézziik az alabbi hasznos 0sszefiiggést:
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2 a a 2 2
— R = ——R R))-R°dR =
: aRj(p(R )R [ fR) s 2 (R (R)

Te—u3
Y
=

S =

SRS

—

e j R2dR= [2R- f(Rp(R)+ R f(R)p"(R)-dR =
0 o (F.12)

- [<R-f<R>><z¢'<R>+R~¢"<R>>-dR= J (R 1R oR)+ - (0) =

= [ (k-1 (R) s -ol)

Most fejtsiik ki (F.11)-et:

(2, (R)z, (R, g (6 IFI 20 (R )z, (R, ), (0)) =

= I I J‘Zn )H(l) (R1 )Zm'(RZMI'(e).RlzRZZ sin(@)dR]ddeé’:

) o (., d

_J oR;[ ORII AUVAY >{_ 2y11R5 ale (Rl afel J_ 2;1113; oR, (RZ aRJ

1 1 0’ o) » .
- ( 2,L11R2 2/12 J[aez + Ctg(@)ﬁj + V(R1 R, 9)}?(;1' (Rl )Zm' (R2) 4 (0) R12R22 Sln(e)dededQ =

° 1 0 0 )
=- J.Zn (Rl)Z,u R? oR, (Rlz oR, j}(n’(Rl)'Rlzde I IZm(Rz)¢1(9)Zm'(R2)¢1'(9)'R22 51n(9)dR2dl9

R=0 1Y =0 R,=0

° 1 0 0 T :
B .[Z’"(Rz)zﬂ R% OR (R22 R Jlm'(Rz)'RzzdRz I Jzn(RlMl(H)Zn’(Rl) /'(H)’R12 Sln(H)dedH
= 2 2

©=0R,=0

- Iln(Rl)zﬂlTZn'(Rl)'Rde I ¢1(9{;7+Ctg(9)%J¢r( )Sm d9 J.Zm Zm( 2)'R22dR2

R,=0

1 o’ 0 2
Tl )b ) R | 0] 2+ tl0) 5 o 0hin(0b0 T2, )

R =0
0 0

+ ]{ I IZ;; (Rl )Zm (Rz )¢1 (QV(RI’RZ’Q)ZM’ (Rl )Zm (Rz )¢1’ (0) RIR] sin(@)dededﬁ

©=0 R,=0 R, =0

majd felhasznélva (F.12)-t irhatjuk, hogy
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(2, (R )z, (R, Jg, (6 )Iﬁ(”lz (R, )72, (R, ), (0) =

—‘J A 2 ai; joj s 2 (R (ONR, - 7,0 (R, ), (0)sin(0)dR,d 0
- I ;szwmﬂjﬁmmmM@< 2, (R ) ©)sin(o)ir.do

- _[ 1 Z 2 Rz (Rl 'Z dR J. ¢1 { +COteaaej¢'(9)5in(0)d9Rjolm (Rz )Zm’ (Rz)'RzzdRz

0

k(R Mj@{2+w9JMkd)ﬂmmMMJmm

R=0

Ig 2 Zm 2,U R2

R

+ J. J I V2 (RONR, - 2, (R (OF (R, Ry, OXR, - 2, (RONR, - 2, (R, ) (0)sin(0)dR,dR,d6 =

©=0 R,=0 R;=0

=<Zn(R1)Zm(R2)¢1( ) R, ‘R, |H |Z Zm (R )¢1( ) 1 'R2>-

Ezzel allitasainkat igazoltuk.
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IX. English summary

After a brief introduction, the thesis provides a historical overview of the
computational difficulties arising from singularities necessarily present in molecular
(ro)vibrational Hamiltonians which is followed by a short summary of the solution
strategies found in the literature.

Based on the Sutcliffe—Tennyson three-dimensional vibrational Hamiltonians, |
introduce the D’OPI, ED’OPI, D’FOPI and ED’FOPI representations and give
computational results with the latter two representations for the H;" and He; molecules.
Three radial basis sets, Hermite-DVR, spherical-oscillator-DVR, and Bessel-DVR, are
employed, using either primitive or potential optimized (PO) basis functions. The effect
of basis set boundary conditions and the utility of the quadrature approximation were
investigated in detail. For a better understanding, one-dimensional tests were also carried
out.

The results obtained suggest that for vibrations with specific symmetry the
quadrature approximation for constructing matrix representation of singular operators
failes. The results also show that one can use basis functions with improper boundary
conditions if one wishes to describe vibrational states with a wavefunction having zero
amplitude at the boundary.

The ED’FOPI representation, with analytic matrix elements and with basis
functions with proper boundary conditions, treats effectively the singularities present in
the Sutcliffe-Tennyson vibrational Hamiltonian and results in a very sparse H matrix,
giving the opportunity to use an itaritve eigensolver for finding the required eigenpairs of
H. It was found that using ED°FOPI with relaxed PO basis is a very effective and robust
algorithm, with which one can efficiently compute full spectra of three atomic molecules,
as shown in the case of Hy". The converged calculation of the 1286 vibrational states of
H;" below the first dissociation limit was carried out on a single PC, which so far
required a supercomputer with a few hundred processors.

Calculations on Hes; show, however, that using PO basis sets requires certain
caution. The attributes of the applied potential energy surfaces (PES), such as the extreme

shallowness of the Hes PES, may result in a PO basis that is ineffective.
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Finally, I describe opportunities for further improvement of the algorithms
discussed: the development of even more efficient algorithms for vibrational calculations,
and the extension of the procedure for rovibrational motions. Both proposals are currently
under investigation. For the vibrational calculations, change in the coordinate system
(from Jacobi to Radau), the modification of the one-dimensional PO potential, and
further basis parameter optimizations are being carried out. The code has been extended
for rovibrational calculations, based on references [7] and [23]; however, for near-
dissociation limit rovibrational calculations, a few challenges remain. Such are the usage

[38]

of an optimal coordinate embedding,”*®! the choice of proper rovibrational masses,”” and

the employment of a special eigensolver which enables one to calculate chosen regions of

rovibrational spectral'”.
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